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Bernoulli试验中k阶概率分布的众数
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摘 要:分别讨论了k 阶负二项分布NBk(r,p)当参数p=0.5,k=2时的众数及k阶Poisson分

布Pk(λ)在参数λ 和k取某些特定值时的众数.同时提出一个关于k阶二项分布Bk(n,p)众数的

猜想.
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  在成功参数为p(0<p<1)的独立Bernoulli
试验序列中,以 Xk,r 表示长度为k 的成功游程[1-7]

发生r次的试验次数(等待时间),称随机变量Xk,r

服 从 参 数 为 (r,p)的 k 阶 负 二 项 分 布,记 作

NBk(r,p)[8-13].关于该分布,有下面的结论[11,14]:
引理1 设随机变量 Xk,r ~ NBk(r,p),则

Xk,r 的概率母函数为

G(Xk,p;x)=
pkxk(1-px)
1-x+qpkxk+1
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  另外,从k 阶负二项分布NBk(r,p)出发,可
以导出k阶Poisson分布Pk(λ)的概率母函数及其

概率分布律[9,14]:
引理2 设随机变量Zk ~Pk(λ),则Zk 的概

率母函数为

G(Zk;x)=eλ(x+x2+…+xk-k),

Zk 的概率分布律为

P(Zk =m)=

∑
(m1,m2,…,mk)
m1+2m2+…+kmk=m

λm1+m2+…+mk

m1! m2! …mk!
e-λk,m=0,1,….

  在参数为p 的n 重独立Bernoulli试验中,以
N(k)

n 表示长度为k(≤n)的成功游程发生的次数,
则称随机变量N(k)

n 服从参数为 (n,p)的k 阶二项

分布,记作N(k)
n ~Bk(n,p).仍从k阶负二项分布

NBk(r,p)出发,可以辗转导出随机变量N(k)
n 的概

率分布律 [2]和数学期望如下 [15]:
引理3 设随机变量N(k)

n ~Bk(n,p),则N(k)
n



的概率分布律为

P(N(k)
n =r)=

∑
k-1

s=0
∑

(m1,m2,…,mk)

m1+2m2+…+kmk
=n-s-kr

m1+…+mk +r
m1,m2,…,mk,r
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r=0,1,2,…,[n/k].其中 [x]表示不超过x 的最

大整数.
引理4 设随机变量 N(k)

n ~ Bk(n,p),则

N(k)
n 的数学期望为

EN(k)
n =∑

[n/k]

m=0

{1+(n-mk)q}pmk.

  我们知道,众数(mode)[16-18]是概率分布的一个

重要统计量,即概率最大时随机变量对应的取值.它
可广泛应用于抽样检查理论研究[19-20].许多经典分

布的众数已经为人熟知,例如,几何分布的众数是

1,参数λ 为正整数时Poisson分布的众数是λ 或

(λ-1)等等.然而,许多高阶分布诸如k阶负二项

分布、k阶Poisson分布和k阶二项分布等等,它们

的众数尚属未知.文献[16-18]讨论了某些特定参数

下k阶负二项分布NBk(r,p)和k阶Poisson分布

Pk(λ)的众数问题.延续上述文献,本文作者对这两

个分布的众数做进一步的研究,此外,对与它们密切

相关的k阶二项分布Bk(n,p)的众数,也做了一些

讨论.

1 k阶负二项分布的众数

本节约定参数p=0.5.论证过程中使用了Fi-
bonacci数列及其推广形式.事实上,它在概率分布

理论当中有着广泛而重要的应用[21-24].
定理1 当参数k=2,r=1时,随机变量X2,1~

NB2(1,0.5)有唯一的众数m2,1=2.
证明  记 随 机 变 量 X2,1 的 概 率 母 函 数 为

G2,1(x),则由引理1得到

G2,1(x)=
0.52x2(1-0.5x)
1-x+0.53x3 =

x2
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Fn

2nx
n (1)

其中 Fn{ } ¥
0 为著名的Fibonacci数列,满足:F0=

F1=0,Fn =Fn-1+Fn-2 ,n≥2.由此得到随机变

量X2,1 的概率分布律

 Pn+2=P(X2,1=n+2)=Fn/2n+2,n=0,1,….
考虑到F1<2F0,F2=2F1,且当n≥2时有Fn+1=
Fn +Fn-1 <2Fn ,结合 Pn+2 -Pn+3 =(2Fn -
Fn+1)/2n+3 ,因此P2>P3,P3=P4>P5>P6>
… .从而有P2=maxPn+2,n≥0{ } ,所以m2,1=2.
证毕.

为了讨论参数k=2,r≥2时随机变量X2,r ~
NB2(r,0.5)的众数问题,我们记

F(1)
n =Fn,

F(2)
n =F0Fn +F1Fn-1+…+FnF0,

F(3)
n =F0F(2)

n +F1F(2)
n-1+…+FnF(2)

0 ,…,

F(r)
n =F0F(r-1)

n +F1F(r-1)
n-1 +…+FnF(r-1)

0 .
称 F(r)

n{ } ¥
0 为r阶Fibonacci数列,r=1,2,3,… .则

有下面的性质:

F(1)
n ≡Fn;F(r)

0 =1;F(r)
1 =r;

F(r)
2 =r(r+3)/2;

F(r)
n+1=F(r)

n +F(r)
n-1+F(r-1)

n+1 ,r≥2.
  定理2 当参数k=2时,随机变量 X2,r ~
NB2(r,0.5)的概率母函数为

G2,r(x)=
x2r

22r∑
¥

n=0

F(r)
n

2n xn,r=1,2,….

  证明 (归纳法)当r=1时结论显然.设 (r-
1)时成立,即有

G2,r-1(x)=
x2(r-1)

22(r-1)∑
¥

n=0

F(r-1)
n

2n xn.

  结合引理1和式(1),得到

G2,r(x)=G2,r-1(x)G2,1(x)=
x2(r-1)

22(r-1)∑
¥

n=0

F(r-1)
n

2n xn·
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n

2n xn·∑
¥

n=0

Fn

2nx
n =

x2r

22r∑
¥

n=0

F0F(r-1)
n +F1F(r-1)

n-1 +…+FnF(r-1)
0

2n xn =

x2r

22r∑
¥

n=0

F(r)
n

2n xn.

定理得证.
定理3 当参数k=2,r=2时,随机变量X2,2~

NB2(2,0.5)的众数为m2,2=6,7,8.
证明 记随机变量X2,2 的概率分布律为Pn =

P(X2,2=n),由定理2得Pn+4=F(2)
n /2n+4 ,通过计

算2阶 Fibonacci数 列 F(2)
n{ } ¥

0 各 项 值 得 P4 =
F(2)
0 /24=1/24,P5=F(2)

1 /25=2/25,P6=F(2)
2 /26=

5/26,P7=F(2)
3 /27=10/27,P8=F(2)

4 /28=20/28,因
此有P4=P5 <P6=P7=P8.

当项数n+4≥9时,利用2阶Fibonacci数列

的性质,我们有

Pn+4-Pn+3=F(2)
n /2n+4-F(2)

n-1/2n+3=
[F(2)

n -2F(2)
n-1]/2n+4=[Fn +F(2)

n-2-F(2)
n-1]/2n+4=

[Fn -Fn-1-F(2)
n-3]/2n+4=[Fn-2-F(2)

n-3]/2n+4=
[Fn-3-Fn-4-F(2)

n-3]/2n+4 <0.
这意味着P8>P9>P10>… .综上述,有P6=P7

=P8=maxPn+4,n≥0{ } .证毕.
定理4 当参数k=2,r=3时,随机变量X2,3~

NB2(3,0.5)的众数为m2,3=13.
证明 记随机变量X2,3 的概率分布律为Pn =

P(X2,3=n),由定理2得Pn+6=F(3)
n /2n+6 ,通过计

算3阶Fibonacci数列 F(3)
n{ } ¥

0 各项值得P6=F(3)
0 /

26=1/26,P7=F(3)
1 /27=3/27,P8=F(3)

2 /28=9/28,

P9=F(3)
3 /29=22/29,P10=F(3)

4 /210=51/210,P11=
F(3)
5 /211=111/211,P12=F(3)

6 /212=233/212,P13=
F(3)
7 /213=474/213,P14=F(3)

8 /214=942/214,P15=
F(3)
9 /215=1836/215.因此有P6<P7<P8<P9<P10

<P11<P12<P13以及P13>P14>P15.
记δn =Pn -Pn-1 且假设δn <0,δn+1 <0,

则由

δn =Pn -Pn-1=F(3)
n-6/2n -F(3)

n-7/2n-1=
[F(3)

n-6-2F(3)
n-7]/2n =

[F(2)
n-6+F(3)

n-8-F(3)
n-7]/2n =

[F(2)
n-6-F(2)

n-7-F(3)
n-9]/2n =

[F(2)
n-8+Fn-6-F(3)

n-9]/2n <0
得到

2nδn =F(2)
n-8+Fn-6-F(3)

n-9 <0
以及

2n+1δn+1=F(2)
n-7+Fn-5-F(3)

n-8 <0

则

2n+2δn+2=F(2)
n-6+Fn-4-F(3)

n-7=
(F(2)

n-7+F(2)
n-8+Fn-6)+(Fn-5+Fn-6)-
(F(3)

n-8+F(3)
n-9+F(2)

n-7)=
(F(2)

n-8+Fn-6-F(3)
n-9)+Fn-5+Fn-6-F(3)

n-8=
2nδn +Fn-5+Fn-6-F(3)

n-8=
2nδn +(Fn-5+F(2)

n-7-F(3)
n-8)+Fn-6-F(2)

n-7=
2nδn +2n+1δn+1+Fn-6-F(2)

n-7=
2nδn +2n+1δn+1+(Fn-7+Fn-8-F(2)

n-7)<0.
因此有δn+2 <0.

这表明,只要有连续两个δn 小于零,则后面的

δn 均小于零.由P13>P14>P15得到δ14<0和δ15

<0,因此δn<0,n=16,17,18,… .即有P15>P16

>P17>P18>… .所以P13=maxPn+6,n≥0{ } .
证毕.

注记 通过更复杂的推导论证可得到随机变量

X2,4 的众数m2,4=19;X2,5 的众数m2,5=25;X2,6

的众数m2,6=31;X2,7 的众数m2,7=37;X2,8 的众

数m2,8=43;X2,9 的众数m2,9=49;X2,10 的众数

m2,10=55.由此可得,随机变量X2,r ~NB2(r,0.5)
的众数m2,r =6r-5,r≥3.

2 k阶Poisson分布的众数

约定参数k=2,展开本节的讨论.
定理5 当参数0<λ< 3-1时,随机变量

Z2 ~P2(λ)的众数为mZ2 =0;当参数λ= 3-1
时,众数为mZ2=0或2;当参数 3-1<λ≤1时,
众数为mZ2 =2.

证明 由引理2得

Pm =P(Z2=m)= ∑
(m1,m2)
m1+2m2=m

λm1+m2

m1! m2!
e-2λ,

所以有P0=e-2λ ,P1=λe-2λ ,P2=(λ+λ2/2)e-2λ.
注意到0<λ≤1,当n≥1时,有

P2n -P2n+1=

∑
n

s=0

λ2n-se-2λ

(2n-2s)!s! -∑
n

s=0

λ2n+1-se-2λ

(2n+1-2s)!s! ≥

∑
n

s=0

λ2n-se-2λ

(2n-2s)!s! -∑
n

s=0

λ2n-se-2λ

(2n+1-2s)!s! =

∑
n

s=0

λ2n-se-2λ

(2n-2s)!s! -
λ2n-se-2λ

(2n+1-2s)!s!
é

ë
êê

ù

û
úú >0,

P2n+1-P2n+2=

∑
n

s=0

λ2n+1-se-2λ

(2n+1-2s)!s! -∑
n+1

s=0

λ2n+2-se-2λ

(2n+2-2s)!s! =

∑
n-1

s=0

λ2n+1-se-2λ

(2n+1-2s)!s! -
λ2n+2-se-2λ

(2n+2-2s)!s!
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e-2λ λn+1

1!n! -
λn+2

2!n! -
λn+1

0! (n+1)!
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因此当0<λ≤1时有P2>P3>P4> … .综上

述,有结论:

当λ=3-1时,P0=P2=max{Pm,m≥0},

即得众数mZ2=0或2;当0<λ< 3-1时,P0=

max{Pm,m≥0},即得众数mZ2=0;当 3-1<λ
≤1时,P2=max{Pm,m ≥0},即得众数mZ2=2.
证毕.

定理6 当参数λ>1且λ∈Ν 时,随机变量

Z2 ~P2(λ)的众数为mZ2 =3λ-1.
证明 由引理2得随机变量Z2 ~P2(λ)的概

率母函数为

G(x)=G(Z2;x)=eλ(x+x2-2),
对其求导,得

G'(x)=λ(1+2x)G(x),
将上述函数两边同时求(n-1)阶导数并令x=0得

G(n)(0)=λG(n-1)(0)+2λ(n-1)G(n-2)(0).
结合概率母函数G(x)与概率分布律Pn 之间的关

系Pn =G(n)(0)/n! 可得

nPn =λ(Pn-1+2Pn-2) (2)
假定随机变量Z2 的众数是 mZ2 =n* ,那么由式

(2)得
n*Pn* =λ(Pn*-1+2Pn*-2)≤3λPn*,

得到

n* ≤3λ (3)
令δ0=P0 >0,δn =Pn -Pn-1 ,n≥1.则有

δ1=P1-P0=(λ-1)e-2λ >0,

δ2=P2-P1=λ2e-2λ/2>0 (4)
由式(2)得

δn+2=
λ(λ+n)δn

(n+1)(n+2)+
λ(3λ-n-4)
(n+1)(n+2)

Pn-1

(5)
因此,当1≤n≤3λ-4时,可得δn+2 >0,即

δ3 >0,δ4 >0,δ5 >0,…,δ3λ-1 >0 (6)
结合式(4)和(6)得到P0<P1<P2<…<P3λ-2,
从而可知

3λ-2≤n* (7)
将式(3)和(7)联立,得

3λ-2≤n* ≤3λ (8)
由式(2)可得

nδn =(λ-n)δn-1+(3λ-n)Pn-2 (9)
令n=3λ代入上式(9)得

δ3λ =-2δ3λ-1 (10)
令n=3λ-3,3λ-5,3λ-7代入式(9)得

δ3λ-1=
λ(4λ-3)δ3λ-3-λP3λ-4

(3λ-2)(3λ-1)

δ3λ-3=
λ(4λ-5)δ3λ-5+λP3λ-6

(3λ-4)(3λ-3)

δ3λ-5=
λ(4λ-7)δ3λ-7+3λP3λ-8

(3λ-6)(3λ-5)

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(11)

仍由式(2)可得

P3λ-4=
λ(7λ-10)P3λ-6+2λ2P3λ-7

(3λ-4)(3λ-5)

P3λ-6=
λP3λ-7+2λP3λ-8

3λ-6

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(12)

结合式(11)和(12),得到

(3λ-1)…(3λ-6)
λ3

δ3λ-1=

(64λ3-267λ2+360λ-156)δ3λ-7+
(3λ2+24λ-36)P3λ-8 >0 (13)

结合式(10)及(13),可以得到δ3λ-1 <0和δ3λ >0,
这意味着

P3λ-1 >P3λ-2 且P3λ-1 >P3λ.
结合式(8)可得Z2 的众数是mZ2 =n*=3λ-1.
证毕.

3 k阶二项分布的众数

仅在约定参数p=0.5,k=2,n=2n0情形下对

随机变量N(2)
2n0 ~B2(2n0,0.5)进行讨论.此时由引

理4,随机变量N(2)
2n0 的数学期望是

EN(2)
2n0 =∑

[2n0/2]

m=0

{1+(2n0-2m)0.5}0.52m =

n0

3-
1-1/4n0

9
,

我们给出猜想:N(2)
2n0

的众数mN(2)2n0
=[(n0-1)/3].

下面仅举一例,对其进行验证.
取n=2n0=10,由引理3得

P(N(2)
10 =0)=

1
210

10
10,0,0
æ

è
ç

ö

ø
÷+
1
210

9
8,1,0
æ

è
ç

ö

ø
÷+…

+
1
210

5
0,5,0
æ

è
ç

ö

ø
÷+
1
210

9
9,0,0
æ

è
ç

ö

ø
÷+

1
210

8
7,1,0
æ

è
ç

ö

ø
÷+…+

1
210

5
1,4,0
æ

è
ç

ö

ø
÷=
144
1024

,

P(N(2)
10 =1)=

1
210

9
8,0,1
æ

è
ç

ö

ø
÷+
1
210

8
6,1,1
æ

è
ç

ö

ø
÷+…

+
1
210

5
0,4,1
æ

è
ç

ö

ø
÷+
1
210

8
7,0,1
æ

è
ç

ö

ø
÷+
1
210

7
5,1,1
æ

è
ç

ö

ø
÷+

1
210

6
3,2,1
æ

è
ç

ö

ø
÷+
1
210

5
1,3,1
æ

è
ç

ö

ø
÷=
365
1024

,

P(N(2)
10 =2)=

1
210

8
6,0,2
æ

è
ç

ö

ø
÷+
1
210

7
4,1,2
æ

è
ç

ö

ø
÷+
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1
210

6
2,2,2
æ

è
ç

ö

ø
÷+
1
210

5
0,3,2
æ

è
ç

ö

ø
÷+
1
210

7
5,0,2
æ

è
ç

ö

ø
÷+

1
210

6
3,1,2
æ

è
ç

ö

ø
÷+
1
210

5
1,2,2
æ

è
ç

ö

ø
÷=
344
1024

,

P(N(2)
10 =3)=

1
210

7
4,0,3
æ

è
ç

ö

ø
÷+
1
210

6
2,1,3
æ

è
ç

ö

ø
÷+

1
210

5
0,2,3
æ

è
ç

ö

ø
÷+
1
210

6
3,0,3
æ

è
ç

ö

ø
÷+
1
210

5
1,1,3
æ

è
ç

ö

ø
÷=
145
1024

,

P(N(2)
10 =4)=

1
210

6
2,0,4
æ

è
ç

ö

ø
÷+
1
210

5
0,1,4
æ

è
ç

ö

ø
÷+

1
210

5
1,0,4
æ

è
ç

ö

ø
÷=
25
1024

,

P(N(2)
10 =5)=

1
210

5
0,0,5
æ

è
ç

ö

ø
÷=

1
1024

,

  容易看出P(N(2)
10 =1)=max

0≤r≤5
{P(N(2)

10 =r)},

即有mN(2)10 =1,而由猜想众数公式可得mN(2)10
=[(n0

-1)/3]=[(5-1)/3]=1,与实际结果一致.

4 结论

本文讨论了独立Bernoulli试验序列中的三个

k阶分布的众数问题:

1)k阶负二项分布NBk(r,p)在参数p=0.5,

k=2时有m2,1=2;m2,2=6,7,8;m2,3=13,一般地

有m2,r =6r-5,r≥3.
2)k阶Poisson分布Pk(λ)当k=2,0<λ<

3-1时,有mZ2=0;当k=2,λ=3-1时,有mZ2

=0或2;当k=2,3-1<λ≤1时,有mZ2=2;当

k=2,λ>1且λ∈Ν 时,有mZ2 =3λ-1.
3)k阶二项分布Bk(n,p)当参数p=0.5,k=

2,n=2n0 时有猜想mN(2)2n0
=[(n0-1)/3].

关于高阶分布众数的研究是概率统计理论的新

领域,其中的诸多问题包括本文提出的猜想,有待更

进一步探讨.
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